5 IKINCI MERTEBEDEN LjN];;ER DiE.
DENKLEMLERIN SERI COZUMLERI

5.1 Kuvvet Serileri

Analizden bildiginiz kuvvet serileri icin gerekli bilgileri dzetleyelim:

Bir lineer denklemin genel ¢bziimiini bulmak homojen kismin temel 1) Bir kuvvet serisi Zan(x_xﬂ)"’“i“ bir x noktasinda yakinsak olmast o
coziimlerinin belirlenmesine baghdir. Sabit katsayili diferansiyel denklemlerin e o4
temel ¢oziimlerinin yapist verilmisti. Eger degisken katsayili diferansiyel m
denklemlerin genis simifi ile ilgilenmek istiyorsak, bildigimiz elementer !41_12 Za,, (x—xp)"
fonksiyvonlarin otesinde, ¢oziim i¢in arastirmamizi genisletmeye ihtiyacimiz ) ) = )
vardir. Bunun temel aract verilen fonksiyonu kuvvet serisine acarak temsil nm_ ?'faro}mas'dlr' o Sm_xzx“ R B_lr_ Kaisves
etmektir. Belirsiz katsayilar yontemine benzer olarak verilen diferansiyel serisi x=x,"m disindaki her noktada yakmnsak olmayabilir veya her
denklemin ¢oziimiiniin kuvvet serisine agilimimi disiinip, denklemi saglayacak noktada yakinsak veya belli bir aralikta yakinsak olabilir.
katsayilari belirlemek amacimiz olacaktir. . .
2) Eger Z‘ﬂ”(-’f—-’t‘o)ﬁ‘ bir xnoktasinda yakinsak ise Za,!(.r—xo)"
Bu béliimde kuvvet serilerini kullanarak ikinci mertebeden katsayilan n=0 n=0
bagimsiz degiskenin fonksivonu olan lineer diferansiyel denklemlerin temel serisine x noktasinda mutlak yakinsak denir. Eger seri mutlak yakinsak ise
coziimlerinin yapisini inceleyecegiz. yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir.
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3) Bir kuvvet serisinin mutlak yakinsak olup olmadigimi test etmenin en 4) Zan (x—xo)" serisi x = x, noktasinda yakinsak ise |x—xu|-<|x| —,U|’da
kolay yollarindan biri oran testini kullanmaktir. Eger a, #0 ve sabit bir 5l )
xdefferi igin mutlak yakinsak, x=x noktasinda 1raksak ise |x—xn|>|xl—xu|’da
e (x=x )™ . s raksaktir.
lim | =|x—xu|llmL*' 4 5 o o o o
= g (x—x,) no=l g 5) Za” (x—x,)" serisi |x—xl]|~<p icin mutlak yakinsak, x—x[]|‘;~p icin

ve L <1 ise seri mutlak yakinsak. L >1 ise iraksaktir. L=1 ise serinin
vakinsak olup olmadigi hakkinda bir sey sdyleyemeyiz.

Ornek: Z(_])"H n’ (x=3)" serisi yakimsak mdir?

n=1
(=12 (n+1)* (x=3)"" =|x_3“m[n+1T=|x_3|
(_l)ai-t—lnﬁ(_r_?,)n ‘ 3 e n

eger |x—3|'< 1 ise yani 2<x<4 ise seri mutlak yakinsak,

lim
n—yx

x—3|>l ise
serl 1raksaktir. |x—3|=l ise yani x=2 ve x=4"de n—= i¢in genel

terim sifira gitmediginden seri raksaktir.
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n=0
iraksak olacak sekilde negatif olmayan bir psayist vardir. Buna
yakinsaklik varicapi denir. Eger seri yalmiz x = x,’da yakinsak ise p=0

olarak tanimlanir. Eger seri her x icin vakinsak ise p=c denir. Eger

p>0 ise |x—x[] < p araligma vakinsaklik aralid  denir.

. -+ o
Ornek: Z serisinin  yakinsakhik yarigapini belirleyiniz.

n=l| n2"

Oran testini uygularsak
fim| GED 02 U”lllim[ : ]=|HI|
e (n+ )27 (x40 2 =\ nt 2

elde edilir. Buna gore |x+ ]| <2, yani -3 <x <1 icin seri mutlak yakinsak,
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|x+l|:- 2 icin ise seri raksaktir. Serinin yakinsaklik varicapt p=2 dir.

a0 _1 n
Uc noktalar1 incelersek x=-3"de seri Z— olur ki bu seri

n=l1
o

yakinsaktir. x=1"de seri Z— olur ki bu seri raksaktir. Buna gore
n=1 1

—3<x<l igin seri yakinsaktir. Bu araligin disinda seri 1raksaktir.
—3 < x <1 ise seri mutlak yakinsaktir.

Eger, p>0 ve |x-x|<p igin Zan (x=x)" ve Zbﬂ (x—x,)"
n=0 n=0

sirastyla f(x) ve g(x) fonksiyonlarina yakinsiyorsa |.r—xl]| < p igin;

6) Seriler terim-terime toplanip, ¢ikarilabilir ve

f()xg(x)=> (a,£b,)(x—x,)"
n=0
dir.
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7)  Seriler formel olarak ¢arpilabilir ve

f(.v)g(x) . |:Z a, (‘x — X )"" :| |:an (.‘: i xD)H :| = Z C, (x — Xy )"
n=0 n=0 n=0

dir. Burada ¢ =ab +ab  +---+ab, dir. Hatta eger g(x,)=0 ise
seriler bélinebilir ve

f(x) < 0

L= d (x—xp)

g(x) Z::o
dir. Cogu durumda d,

a,(x-x)" = [i d (x—x, )"Mibﬂ(ﬁc— ) }

n=0 n=0

= i[i db... ] (x—x,)"

n=0%\ n=0
bagintisindan kolayca elde edilir.

a0

n=0
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8) [ fonksiyonu, |.r—xl]| < p araliginda siirekli ve her mertebeden tiireve

sahiptir. Hatta f', f",... seri terim-terime tiiretilerek hesaplanabilir.
Yani,
f'(x):a] +2a2(x—x0)+-..+na“(x_x0)u—] s

o
= Znaﬂ (x—x, )”‘]

n=l1

f"(x)=2a, +6“3(-"‘_xo)"‘“‘+F?(fl—l)a“(x—x0)”_3 oo

= i n(n—"a,(x—x,)">

n=2

dir ve her seri |x—xl]| < p araliginda mutlak yakinsaktir.

9) @, ’nin degeri,

_IPG)

n!

n

ile verilir. Bu seriye x=x,’da f fonksiyonunun Taylor serisi denir.
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10) Eger her x igin Zan(x—xo)” Zzbﬂ(x—xg)” ise

n=0 n=0
a, =b, n=0,1,.. dir. Ozel olarak her x igin Zan(x—xg)" =0
n=0
=-=0 du.

15¢ aO :a1 :“‘:an

Bir f fonksiyonu x = x,’da Taylor serisine aciliyorsa

o] (n) Y
F@=3 L ey, fex<p

n=l|

dir ve x=x,’da f ‘yec analitiktir denir. 6. ve 7. maddelere gore, eger f ve

g. x=x,"da analitik ise fte. f-gve % (g(xn)io) fonksiyonlarn da

x=ux, da analitiktir.

Bir seride toplam indisi, integrasyon degiskeninde oldugu gibi yapma
(taklit) degiskendir. Yani
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ot 23 2
Z B Z*

n=l1 =1
ayni toplami ifade eder.

1]
Ornekler: 1) Zﬂ"l‘" serisini 7 =10 "dan baslatarak yazinz.

n=3

m=n-3 diyelim. n=m+3 diir ve m 'nin sifirdan baglamasi »’nin igten
baslamasi ile aymidir. Buna gore

0 @
2 : N 2 : m+3
ax = a,.sXx

n=3 m=0
dir. indisler yapma dcgi§kcnlcr oldugundan m yerine n yazabiliriz. Buna gére

n+3
Z anx . z an+ 3‘x

2) Zn(n +Da,(x—

n teriminin-+2 kadar 6telersek

; (n+2)n+3a,,(x—x,)"
n=0
yazariz.

a0
3) .‘(Z(r +n+1)a,x™™" serisini X terimine gbre yazinz.
n=0

[= +}
. 7
x 1 igeri alirsak seri Z(?‘-l- n+a,x"""
n=0

—2 L 4 Y £ i
serisini ('1’_‘1’0) terimine gore yaziniz.

olur. indisi iki diisiiriirsek

n=0 w©
dir. > (r+n-Da, ,x™*"
n=2
clde edilir,
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4) sinx’i x,=0"da, Inx’i x,=1’de Taylor serilerine agimz ve yakinsakhk fm(o) ;2 £
yaricaplarini bulunuz. Z —0)" = f(0)+ f'(0)x+ fff(0)5+ff -(0) ot f”"(O)

f(x)=sinx
f'(x)=cosx= sin[x+%)

— T _ . T
f (x)—cos[x—kzj sm[x+22]

*(n) — g1 £
fMi(x) sm[x+n2]

0 , n=2k
ff"’(0)=sin[ﬂ§]= 1 y n=4k+1 .F'(=0,l..2.,.-.
~1 , n=4k+3
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n=il
2 3

=0+1 -.x+0-i+(—])x—+0+---
21 3!

( ])” 7H+I
o (2n+ 1)'

] ])r|+| 2n+3 (2” " l)l | 1
lm w ntl| m—
| (2n43)! (<1)'x woe (2n+ 2X2n+ 3)

Yx e R icin seri yakinsaktir. Yani p=cc dur.

s . (_ ] )ﬂ 2n+l
sInx = v em—
; 2n+1!
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g(x)=Inx

g)=r=x"
X

g"(x)=—1.x7

e x)y=1:2vx7

g[nl(x) - (_])’”l 1 2(;1 —])1'_”
g () =D =Dt

zg‘"’(l)

n=( ' =]

_ 2( ntl 2 )n

n=()

y = UJ+2( l)*’*'(n—l)'

-)"
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ll |( l)H+’ )J!+| n

|—| N |llm——|r—l|

H—ncl n+1

)Ty

n—= g4 ]

|x—l|~<l araliginda seri mutlak yakinsak, p=1 yakinsaklik yaricapidir.

5) Zﬂd"x"_]-ﬁ-zzd,,x”:() denklemini saglayan a, katsayilarim

n=1 n=0

a0
belirleyiniz. Zd,,l'" serisini temsil eden fonksiyonu bulunuz.

n=0

oo

Z (el %"

n=0
(n + l)anﬂ = 2an
=2
7} —
+1
" (n+1)
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a a
a, = (—2)22—“!, a, =(-2)

1%
3177

n

,a, =(= 2)" i #

oD o0 2

n n -2x
E ax = E (=D —ay=a,e
n=0 n

=0 !
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